
L’expansion

• 1927 : l’abbé Georges Lemaître 
trouve des solutions dynamiques 
aux équations d’Einstein : il prédit 
l’expansion de l’Univers et qu’elle 
se ferait selon 


• 1929 : Edwin Hubble établit la 
relation entre vitesse de fuite des 
nébuleuses et leur distance mais ne 
fait pas le lien avec l’expansion
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L’expansion et le redshift



comment comprendre l’expansion dans le cadre 
de notre métrique ?

notion de distance propre : c’est la distance que 
mesureraient au même moment une infinité d’observateurs 

placés sur la géodésique reliant deux points P et P0

ces deux points sont tels que :

dt = d� = d⇥ = 0
et donc

ds2 = �a2(t)
dr2

1� kr2
dpropre(t) = a(t)

� r

0

dr�
⇥

1� kr�2soit
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dpropre(t) = a(t)
� r

0

dr�
⇥

1� kr�2

dpropre(t) = a(t)g(r)

g(r) =

�
⇤

⇥

arcsin r, si k = 1
r, si k = 0

argsinh r, si k = �1
.

la distance propre entre 2 observateurs peut varier 
dans le temps à cause du facteur d’échelle ; leur 
distance comobile g(r) est par contre constante

séparation 
temps et 
espace !

L’expansion et le redshift



dpropre(t) = a(t)g(r)

dpropre(t0) = a(t0)g(r) =
a(t0)
a(t)

dpropre(t)

la vitesse radiale de P par rapport à P0 est donc :

vr(t) = ȧ g(r) =
ȧ

a
a(t)g(r) = H(t) dpropre(t)

H(t) =
ȧ

a
(t) ce qui définit la constante de 

Hubble v = H d

L’expansion et le redshift



1929

mesures modernes

h =
H0

100 km.s�1.Mpc�1 � 0.72

L’expansion et le redshift
distance estimée par les 

Céphéides, vitesse estimée 
par le redshift

Tully-Fisher : mesure de la vitesse de 
rotation des galaxies spirales, liée à sa 

luminosité  L = Const * V(rot)4



L’expansion et le redshift

Pour Hubble, l’expansion était manifeste via la vitesse 
de récession (fuite) des galaxies observées. Cette 
vitesse était estimée par le redshift et interprétée 

comme un effet Doppler-Fizeau.

Aux faibles distances (Mpc), on peut faire 
l’approximation z = v/c = Hd/c (voir la 

démonstration plus tard)

Aux grandes distances cette définition n’est plus valable 
et il faut raisonner en terme d’augmentation de 

l’espace entre la source et l’observateur.



Pour le redshift, ce n’est pas un effet de vitesse mais 
un effet d’augmentation de l’espace lui-même PENDANT 

le voyage des photons (on regarde dans le passé)
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Pour le redshift, ce n’est pas un effet de vitesse mais 
un effet d’augmentation de l’espace lui-même PENDANT 

le voyage des photons (on regarde dans le passé)

t=1
t=2

t=3

t=4

t=5

t=6

t=7

2 fois moins

souvent !

L’expansion et le redshift



L’expansion et le redshift
définition rigoureuse

observateur

source à la 
coordonnée 
comobile r

à t0, l’observateur reçoit une onde de longueur �0
cette onde a été émise à te (<t0) avec une longueur d’onde �e

les photons se déplacent selon la géodésique : ds = 0
soit : � t0

te

dt

a(t)
=

� r

0

dr�
⇥

1� k r�2
= g(r)

et pour la crêtre suivante : � t0+�t0

te+�te

dt

a(t)
= g(r) =

� t0

te

dt

a(t)



L’expansion et le redshift
définition rigoureuse

� t0+�t0

te+�te

dt

a(t)
= g(r) =

� t0

te

dt

a(t)

or pour les ondes lumineuses, la période est de 
l’ordre de 10-14 s de sorte que l’on peut négliger 

la variation du facteur d’échelle pendant cet 
intervalle de temps ; on obtient alors

�t0
a0

=
�te
ae

�e ae = �0 a0ou

ce qui définit le redshift 1 + z =
a0

ae
, z =

�0 � �e

�e



L’expansion et le redshift
définition rigoureuse

exemple : z=1 : la lumière reçue d’un objet situé à z=1 a été 
émise alors que l’univers était 2 fois plus petit qu’aujourd’hui 

(l’indice 0 se réfère conventionnellement à aujourd’hui)

z=0 correspond à aujourd’hui et 
potentiellement z peut être infini 

(au moment du Big-Bang)

attention : le lien entre z et l’âge de l’univers n’est pas 
immédiat, il dépend de l’histoire de l’univers qui est décrite 

par les paramètres cosmologiques (voir plus tard dans le cours)

1 + z =
a0

ae
, z =

�0 � �e

�e



L’expansion et le redshift

Étant donnée la loi de Hubble, il existe une distance 
à partir de laquelle la vitesse de fuite devient 
supérieure à celle de la lumière ; commenter.

à quel redshift trouverait-on un objet à 1 Mpc de nous ?

On a vu que la longueur d’onde est proportionnelle 
au facteur d’échelle. Pour des distances proches, 

montrer que le redshift z peut être confondu avec 
un effet Doppler-Fizeau. 

Ex
erc

ice
 !
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Étant donnée la loi de Hubble, il existe une distance 
à partir de laquelle la vitesse de fuite devient 
supérieure à celle de la lumière ; commenter.

à quel redshift trouverait-on un objet à 1 Mpc de nous ?

On a vu que la longueur d’onde est proportionnelle 
au facteur d’échelle. Pour des distances proches, 

montrer que le redshift z peut être confondu avec 
un effet Doppler-Fizeau. 

z= v/c = Hd/c = 72 km/s/Mpc * 1 Mpc/c = 0.00024 !

l0/l=a(t0)/a(t0-d/c), d/c << 1 soit l0=l(1+H0d/c) et donc

z = H0*d/c = v/c

pas d’échange d’information entre les 2 objets donc pas de 
problème avec la relativité

Ex
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ice
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Horizons et rayon de Hubble
l’horizon des particules

c est finie : la distance parcourue en un temps fini par 
une particule se déplaçant à c est également finie.

formellement :

observateur en r=0 à t=t0 recevant des signaux des points 
situés à une distance comobile r<r1, r1 étant la distance pour 
laquelle un signal émis à t=t1 atteint l’observateur à t=t0

g(r1) =
� r1

0

dr⇥
1� k r2

=
� t0

t1

cdt

a(t)

l’horizon des particules : distance parcourue par la lumière 
depuis t=0 jusqu’à un instant t



Horizons et rayon de Hubble
l’horizon des particules

si l’intégrale en t diverge pour t1 proche de 0 (limite du Big-
Bang) alors g(r1) est infini et l’observateur a reçu des signaux 

de tous les points dans l’univers ; dans le cas contraire, 
l’observateur ne pourra recevoir de signal que de points se 

trouvant à l’intérieur d’une sphère de rayon rHorPart défini par :

g(r1) =
� r1

0

dr⇥
1� k r2

=
� t0

t1

cdt

a(t)

g(rHorPart(t0)) =
� rHorPart(t0)

0

dr⇥
1� k r2

=
� t0

t1�0

cdt⇥

a(t⇥)



Horizons et rayon de Hubble
l’horizon des particules

la distance propre associée à cet horizon est donc :

espace

temps = ct

Horizon(t0)

t0

espace

temps = ct

t0

Horizon infini

g(rHorPart(t0)) =
� rHorPart(t0)

0

dr⇥
1� k r2

=
� t0

t1�0

cdt⇥

a(t⇥)

dHorPart(t0) = a(t0) g(rHorPart(t0))



Horizons et rayon de Hubble
l’horizon des événements

analogue à l’horizon des particules mais en regardant vers le 
futur ; un événement en (t0,r1) sera-t-il visible un jour pour un 

observateur en r=0 à un instant t>t0 ?

si DV (tmax infini, ou Big-Crunch), on peut atteindre tout point 
de l’espace-temps pourvu d’attendre suffisamment longtemps

si CV, on ne pourra recevoir de signaux que des événements 
tels que :

g(r1) =
� r1

0

dr⇥
1� k r2

=
� t

t0

cdt�

a(t�)

c’est la distance que la lumière peut parcourir 
depuis l’instant t jusqu’à un temps infini



Horizons et rayon de Hubble
l’horizon des événements

g(rHorEvt(t0)) =
� rHorEvt(t0)

0

dr⇥
1� k r2

=
� +⇥

t0

cdt�

a(t�)

g(r1) � g(rHorEvt(t0))

espace

temps = ct
Horizon(t0)

t0 espace

temps = ct

t0

Horizon infini



Horizons et rayon de Hubble

Les horizons des particules et des événements 
dépendent donc de l’histoire de l’évolution de 

l’univers et de son futur respectivement, 
contrairement au rayon de Hubble

remarque : l’horizon des événements se 
rencontre “quotidiennement” dans les trous noirs



Horizons et rayon de Hubble
Le rayon de Hubble

par définition c’est la distance pour laquelle la 
vitesse de fuite est égale à celle de la lumière

un très bon papier de revue sur les notions difficiles d’horizon 
et rayon de Hubble : astro-ph/0310808

dHubble(t) =
c

H(t)
remarque : H dépendant du temps, le rayon de Hubble peut 

croître ou décroître selon l’époque 

remarque : le rayon de Hubble ne dépend que de l’instant t où 
on le considère alors que l’horizon dépend de l’histoire passée 

de l’observateur jusqu’au temps t
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Horizons et rayon de Hubble
Le rayon de Hubble

Exemple : un objet peut se trouver hors de la 
sphère de Hubble d’un observateur mais à 
l’intérieur de son horizon des particules

Exemple : une fois dans l’horizon des particules d’un 
observateur, un objet ne peut plus en sortir, 

contrairement à la sphère de Hubble

Parfois, la sphère de Hubble est appelée : horizon 
cosmologique effectif car c’est la grandeur 

pertinente dans les processus physiques pouvant se 
produire à une échelle donnée



Résolution des équations d’Einstein

jusque là, nous n’avons fait que raisonner sur un univers décrit 
par une métrique homogène et isotrope

Rµ⇥ �
1
2
gµ⇥R = 8� GTµ⇥ + � gµ⇥

on a étudié la partie géométrique (membre de gauche) 
avec une courbure constante mais qu’en est-il de la 

partie matière et énergie (membre de droite) ?

on considère un fluide parfait (principe cosmologique) 
remplissant l’univers



Résolution des équations d’Einstein

Fluide parfait : pas de conductivité thermique (pas de loi de 
Fourier), le flux d’énergie est directement lié au flux des 

particules constituant le fluide donc 

T 0i = 0
dans un référentiel où le fluide est au repos

de plus : pas de viscosité donc pas de forces de 
cisaillement, donc toutes les forces sont orthogonales aux 

surfaces donc 

T ij est diagonale
Tµ� =

2

664

� 0 0 0
0 �p 0 0
0 0 �p 0
0 0 0 �p

3

775



Résolution des équations d’Einstein
ou encore :

Tµ⇥ = (⇤ + p)�µ0�⇥0 � p ⇥µ⇥

dans un référentiel boosté :

T �µ⌅ = �µ
��⌅

⇥ T�⇥ = (⇥ + p)�µ
0�

⌅
0 � p �µ⌅

or �µ
0 = uµ on obtient finalement

Tµ⇥ = (p + �)uµu⇥ � pgµ⇥

pression densité d’énergie
quadri vitesse



pour un observateur lié à l’expansion, le fluide est au repos 
partout et uµ = {1,⇤0}

T00 = � et Tij = �p gij

Rµ⇥ �
1
2
gµ⇥R = 8� GTµ⇥ + � gµ⇥

méthode : 

R�⇥ = Rµ
�µ⇥

= �⇧
�⇥,⇧ � �⇧

�⇧,⇥ + �⇧
⇤⇧�

⇤
�⇥ � �⇧

⇥⇤�⇤
�⇧

et : R = g�⇥ R�⇥ = R �
�

��
⇥⇤ =

1
2

g�⌅ (g⌅⇥,⇤ + g⌅⇤,⇥ � g⇥⇤,⌅)

Résolution des équations d’Einstein



la métrique étant : ds
2

= gµν dx
µ
dx

ν

ds2 = dt2 � a2gijdxidxj

le calcul de la partie 
géométrique de 

l’équation d’Einstein 
fournit :

à comparer avec 
les composantes 

du tenseur 
énergie-
impulsion

Résolution des équations d’Einstein



Les équations de Friedmann

2
ä

a
+

�
ȧ

a

⇥2

+
k

a2
� � = �8�Gp

�
ȧ

a

⇥2

+
k

a2
� �

3
=

8�G

3
⇥

ä

a
= �4�G

3
(⇥ + 3p) +

�
3

partie (ij)

partie (00)

vient de (00) 
et (ij)

On exploite également la conservation du tenseur 
énergie-impulsion :

�̇ + 3
ȧ

a
(� + p) = 0



Les équations de Friedmann

2
ä

a
+

�
ȧ

a

⇥2

+
k

a2
� � = �8�Gp

�
ȧ

a

⇥2

+
k

a2
� �

3
=

8�G

3
⇥

ä

a
= �4�G

3
(⇥ + 3p) +

�
3

partie (ij)

partie (00)

vient de (00) 
et (ij)

On exploite également la conservation du tenseur 
énergie-impulsion :

�̇ + 3
ȧ

a
(� + p) = 0

ATTENTION !

les équations de Friedmann ont été obtenues sous 

l’hypothèse du principe cosmologique par conséquent, 
elles ne sont pas valables pour des systèmes liés par 

la gravitation



Les équations de Friedmann

ä

a
= �4�G

3
(⇥ + 3p) +

�
3

se retrouve partiellement par analogie newtonienne :

sphère de rayon variable a(t) remplie de gaz de 
particules sans interactions, homogène, isotrope.


Écrire la conservation de Etot


Écrire la loi de Newton pour une particule de masse 
m sur le bord de la sphère


commenter le terme +3p

Ex
erc

ice
 !



Les équations de Friedmann

ä

a
= �4�G

3
(⇥ + 3p) +

�
3Ex

erc
ice

 !

Pas de pression car la particule test est 
au repos par rapport au gaz



�̇ + 3
ȧ

a
(� + p) = 0remarque :

peut se mettre sous la forme :
⇥

⇥t
(� a3) + p

⇥

⇥t
a3 = 0

dE + p dV = 0qui revient à :

ce qui est la première loi de la thermodynamique

Les équations de Friedmann



�̇ + 3
ȧ

a
(� + p) = 0

Les équations de Friedmann

Exercice :

calculer l’évolution de la densité en fonction 

du facteur d’échelle étant donnée une 
équation d’état du type

p = ⇥ �



�
ȧ

a

⇥2

+
k

a2
� �

3
=

8�G

3
⇥

�
ȧ

a

⇥2

=
8�G

3
(⇥ + ⇥courbure + ⇥vide)

⇤courbure = � 3�

8⇥G a2
et ⇤vide =

�
8⇥G

.

peut aussi être mise sous la forme :

Les équations de Friedmann



Les paramètres cosmologiques

soit un univers plat sans constante cosmologique :

H2 =
�

ȧ

a

⇥2

=
8�G

3
⇥ = H2 ⇥

⇥c

⇥c =
3H2

8�G

�c0 � 10�29h2 g.cm�3

ceci définit la densité critique à un instant t :

ayant pour valeur aujourd’hui (avec h=0.72) :

ce qui correspond à environ 5 protons/m3



Les paramètres cosmologiques

et en laissant la possibilité d’une courbure :

k

a2
= H2

�
�

�c
� 1

⇥

donc si

� = �c l’univers est plat (k=0)

l’univers est fermé (k=1)

l’univers est ouvert (k=-1)

le contenu de l’univers décide de sa géométrie

� > �c

� < �c



Les paramètres cosmologiques
et dans le cas général avec constante cosmologique, 

on peut écrire :

H2 = H2 �

�c
�H2 k

a2H2
+ H2 �

3H2

= H2(⇥m � ⇥k + ⇥�)

�k = �m + �� � 1

avec

�m = �R + �NR = (�R + �NR)/�c ⇥� =
�

3H2

�k =
k

a2H2



Les paramètres cosmologiques

�k = �m + �� � 1

La cosmologie actuelle a pour but de mesurer les 
paramètres cosmologiques le plus précisément 

possible. De leur connaissance découle la 
compréhension de l’évolution de l’univers, depuis sa 
naissance (ou presque) jusqu’à son éventuelle fin.


En effet, leur valeur numérique permet de 
résoudre numériquement (et parfois 

analytiquement comme dans les exercices qui 
viennent) les équations de Friedmann et donc de 

calculer a(t), l’âge etc...



Dynamique de l’univers

3 équations obtenues (les 2 de Freidmann et la 
conservation du tenseur énergie-impulsion) mais 2 sont 

indépendantes, il manque une contrainte

cette contrainte vient de l’équation d’état de la matière :

p, � aetles inconnues sont

p = p(�)
muni de cette équation d’état, on peut tout résoudre en 

supposant que la courbure et la constante cosmologiques sont 
négligeables selon que :

pNR = 0

pR = �R/3

la matière non relativiste domine

la matière relativiste domine

Ex
erc

ice
 !



Dynamique de l’univers

pNR = 0la matière non relativiste domine

pR = �R/3la matière relativiste domine

� = nmc2 +
1
2
nm < v2 >

p =
1
3
nm < v2 >� 2

3
� < (v/c)2 >⇥ �

p/�� 1

� = aSBT 4

p =
1
3
aSBT 4



Dynamique de l’univers

Ex
erc

ice
 !

Pour l’univers d’Einstein-de Sitter : matière non 
relativiste, courbure nulle et sans constante 

cosmologique, résoudre exactement l’équation donnant 
l’évolution du facteur d’échelle.


En déduire l’âge de l’univers associé en supposant que 
H0=72 km/s/Mpc.

Des mesures d’âge de vieilles étoiles donnent 12.5 milliards 
d’années, qu’en concluez-vous ? 



Dynamique de l’univers

Ex
erc

ice
 !

Étudier le cas des univers avec courbure 
non nulle et sans constante cosmologique en 

présence de matière non-relativiste.

Quelles durées de vie ont ces univers ?

Quelles sont leurs tailles ?



Dynamique de l’univers

En supposant que la matière est négligeable, 
résoudre les équations selon que la courbure 
(univers ouvert donc courbure négative) ou la 

constante cosmologique domine.

Ex
erc

ice
 !



Dynamique de l’univers

Ex
erc

ice
 !

remarque sur la constante cosmologique

Historiquement, Einstein a ajouté la constante cosmologique à la 
main dans le seul but de rendre l’univers statique.

Expliquez en quoi la constante cosmologique 
remplit ce rôle et à quelle(s) condition(s) ; 

discutez la solution physique obtenue.

Étudiez l’évolution de l’univers de de Sitter 
(univers vide et plat).



Résumé
matière non-relativiste, relativiste

a(t) = a0

✓
1 +

3
2
H0(t� t0)

◆2/3

t0 =
2

3H0
⇠ 9⇥ 109 ans

k = 0, ⇤ = 0

anst0 =
1

2H0
= 6.75⇥ 109

k = ±1, ⇤ = 0

ȧ2 =
⌦0,R,NR

|1� ⌦0,R,NR|

✓
a

a0

◆�(1+3w)

� k

a

a0
=

✓
⌦0,R,NR

|1� ⌦0,R,NR|

◆ 1
2↵

⇥ sinh1/↵ ↵⌘, sin1/↵ ↵⌘
↵ =

1 + 3w

2k=-1 k=1

a(t) = a0 (1 + 2H0(t� t0))
1/2



Dynamique de l’univers

équation d’état domination ⇥ a époque
p = ⇥/3 radiation ⇥ 1/a4 ⇥ t1/2 avant teq
p = 0 matière ⇥ 1/a3 ⇥ t2/3 après teq

— courbure �/a2, � > 0 — ⇥ t aujourd’hui ?
p = �⇥ vide — ⇥ eHt

résumé des solutions des équations de Friedmann



Dynamique de l’univers

équation d’état domination ⇥ a époque
p = ⇥/3 radiation ⇥ 1/a4 ⇥ t1/2 avant teq
p = 0 matière ⇥ 1/a3 ⇥ t2/3 après teq

— courbure �/a2, � > 0 — ⇥ t aujourd’hui ?
p = �⇥ vide — ⇥ eHt

résumé des solutions des équations de Friedmann

remarque :
pour la matière aussi bien que pour le rayonnement, on trouve

� � 1/t2 commenter !



�m + �� > 1

�m + �� < 1

�m + �� = 1

fermé expansion éternelle 
ou Big-Crunch

ouvert expansion éternelle

ouvert (et plat !) expansion éternelle

Les paramètres cosmologiques

�k = �m + �� � 1

Objectif : mesurer les paramètres cosmologiques



Les paramètres cosmologiques
matière non relativiste

<1 ouvert

=1 plat

>1 fermé

plat avec

constante


cosmologique

même H0



Les paramètres cosmologiques

pour les densités d’énergie, nous avions :

�NR
m � a�3

�R
m � a�4

�R
m = �0c(1 + z)4 �R

0

�NR
m = �0c(1 + z)3 �NR

0

soit

traitement du cas général

le terme de courbure est en 1/a2

la constante cosmologique est constante ⇥� =
�

3H2

�k =
k

a2H2



Les paramètres cosmologiques

et donc les � varient de la façon suivante :

⇤
⌃⌃⌃⌃⌃⇧

⌃⌃⌃⌃⌃⌅

�m = �R + �NR =
H2

0

H2

�
�R

0 (1 + z)4 + �NR
0 (1 + z)3

⇥

�� =
H2

0

H2
�0�

�� =
H2

0

H2
(1 + z)2 �0�

traitement du cas général



Les paramètres cosmologiques
traitement du cas général

H2 = H2
0 ⇥

�
⌦R

0 (1 + z)4 + ⌦NR
0 (1 + z)3 � ⌦0(1 + z)2 + ⌦0⇤

�
| {z }

= H2
0 ⇥ E(z)2

intérêt de cette écriture :

pouvoir tout exprimer (les distances, les durées) 
en fonctions de quantités observables comme le 

redshift et les paramètres cosmologiques



Les paramètres cosmologiques
traitement du cas général

cdt

a(t)
=

drp
1� kr2

exprimer le dt en fonction de dz pour exprimer 
la distance comobile en fonction de H(z)

g(r) =
c

a0H0

Z z

0

dz0

E(z0)

remarque : H(z) = H0 E(z)



Les paramètres cosmologiques

g(r) =
c

a0H0

Z z

0

dz0

E(z0)

pour des redshifts petits, on a
Z z

0

dz

0

E(z0)
= z � 4⌦0R + 3⌦0NR � 2⌦0k

4
z

2 + o(z2)

pour des objets proches, l’influence de la constante 
cosmologique est négligeable



la distance propre entre 2 objets n’est pas mesurable 
(il faudrait une infinité de mesures instantanées)

on définit 2 distances à partir de notre 
expérience “terrestre” (analogie Euclidienne) :

�
L

Dangulaire

Dangulaire =
L

�

Distance angulaire

Ex
erc

ice
 !



Distance angulaire
analogie dans un espace de courbure positive à 2D

l’observateur observe un 
objet de taille physique 
connue sous un angle �↵

il lui associe la distance 
angulaire 

Dang = d`/�↵

�↵
�↵

même séparation angulaire mais 
interprétée dans un espace euclidien Dχ

DA Dang = R sin
D�

R

D� est la distance propre



Distance angulaire

Dχ

DA

si R est infini (espace plat euclien), 
Dang = D�

si l’univers est fermé, 

Dang = R sin
D�

R

Dang = R sin
D�

R
< D�

si l’univers est ouvert, Dang = R sinh
D�

R
> D�

(lentille CV)

(lentille DV)

analogie dans un espace à 2D



δα δα δα

DA = Dχ DA < Dχ
DA > Dχ

Dχ

Distance angulaire

Mesurer la taille angulaire d’un objet de taille 
physique connue à distance comobile connue 
permet de mesurer la courbure de l’espace

plat sphérique hyperbolique

les objets paraissent

plus près

les objets paraissent

plus loin

L L L

Dχ Dχ



Dang =
d`

d✓

taille physique

angle sous-tendu

d` = a(t)rd✓

deux photons partent 
de la source au même 

moment

Dang = a(t) r

au moment de l’émission !

Distance angulaire



Dang = a(t) r =
a0

1 + z
g�1(g(r))

pour des objets proches, on a donc :

Dang =
cz

H0
+ o(z)

Distance angulaire

et pour des objets lointains :

Dang =
a0

1 + z
g�1

✓
c

a0H0

Z z

0

dz0

E(z0)

◆

Dang /
1

1 + z



objets proches : 

� � z

� � 1/z

objets lointains : 

!

Distance angulaire



On utilise également la distance de luminosité :

univers Euclidien : la luminosité apparente d’une 
source (étoile, galaxie...) diminue comme le carré 

de la distance 

LémissionLréception
D

Distance de luminosité



On utilise également la distance de luminosité :

univers Euclidien : la luminosité apparente d’une 
source (étoile, galaxie...) diminue comme le carré 

de la distance 

LémissionLréception/9 D3 x

Distance de luminosité



` =
L

4⇡D2
L

flux reçu par 
l’observateur en 

r=0 à t0

luminosité absolue 
de l’objet 

émettant en r1 à t1

distance de luminosité,

par définition

Distance de luminosité

: effet de l’expansion sur 1 photonz =
�e � �0

�e
en considérant 2 photons quittant la galaxie en r1 à 
2 instants différents t1 et t1+dt1 et leur détection 

en r=0 à t0 et t0+dt0 on a de même :
dt0
dt1

=
a0

a1
= 1 + z



` =
L

4⇡D2
L

flux reçu par 
l’observateur en 

r=0 à t0

luminosité absolue 
de l’objet 

émettant en r1 à t1

distance de luminosité,

par définition

Distance de luminosité

: effet de l’expansion sur 1 photonz =
�e � �0

�e
en considérant 2 photons quittant la galaxie en r1 à 
2 instants différents t1 et t1+dt1 et leur détection 

en r=0 à t0 et t0+dt0 on a de même :
dt0
dt1

=
a0

a1
= 1 + z l’énergie et le flux 

décroissent en 1/(1+z)



Distance de luminosité
une source en r1 et de luminosité L émet N 

photons d’énergie E1 pendant dt1 soit L =
N E1

dt1
à t0, quelle distance ont parcouru les photons 
? Sur quelle surface sont-ils distribués ? a0 

g(r1) et de surface 4⇡a2
0r

2
1

ces photons ont une énergie E0=E1 a1/a0 et 
leur flux est 1/dt0=(a1/a0) (1/dt1)

le flux d’énergie détecté est donc :

� =
N E0

4⇡a2
0r

2
1

1
dt0

=
N E1

4⇡a2
0r

2
1

1
dt1

1
(1 + z)2

=
L

4⇡D2
L

Ex
erc

ice
 !



Distance de luminosité
une source en r1 et de luminosité L émet N 

photons d’énergie E1 pendant dt1 soit L =
N E1

dt1
à t0, quelle distance ont parcouru les photons 
? Sur quelle surface sont-ils distribués ? a0 

g(r1) et de surface 4⇡a2
0r

2
1

ces photons ont une énergie E0=E1 a1/a0 et 
leur flux est 1/dt0=(a1/a0) (1/dt1)

le flux d’énergie détecté est donc :

� =
N E0

4⇡a2
0r

2
1

1
dt0

=
N E1

4⇡a2
0r

2
1

1
dt1

1
(1 + z)2

=
L

4⇡D2
L

Ex
erc

ice
 !



Distance de luminosité

et finalement :

DL = a0 r1 (1 + z)

Dans un univers en expansion, on trouve :

DL = Dang (1 + z)2



Temps écoulé

il est primordial de pouvoir associer un 
âge à un objet de redshift z donné, déjà 

pour calculer l’âge de l’univers

Partir de H(z)=H0 E(z), séparer les variables, 
exprimer da en dz et conclure l’expression de 

l’intervalle de temps cosmique

Ex
erc

ice
 !

t(z1)� t(z2)

comment se calcule l’âge de l’univers ?





21/10/2010

less than 600 million years after the Big Bang UDFy-38135539 (ref. 5) is at a 
redshift of z = 8.5549 ± 0.0002, which is greater than those of the previously 
known most distant objects, at z = 8.2 (refs 6 and 7) and z = 6.96

http://www.nature.com/nature/journal/v467/n7318/full/nature09462.html#B5
http://www.nature.com/nature/journal/v467/n7318/full/nature09462.html#B6
http://www.nature.com/nature/journal/v467/n7318/full/nature09462.html#B7


Temps écoulé

Ex
erc

ice
 !

en déduire la distance parcourue par la 
lumière depuis le Big-Bang

Pour un objet observé de redshift z faible, 
donner le temps écoulé à l’ordre 2 en z entre 

l’émission de lumière par cet objet et la 
reception aujourd’hui.



Paramètre de décélération

Ex
erc

ice
 !

en développant le facteur d’échelle à 
l’ordre 2 autour de t0, on obtient :

a(t) = a0

✓
1 + H0.(t� t0)�

1
2
q0H

2
0 (t� t0)2 + · · ·

◆

q0 étant le paramètre de décélération

exprimer q0 en fonction de a0, ȧ0, ä0

quelle est la dynamique du facteur 
d’échelle selon le signe de q0 ?



Paramètre de décélération

Ex
erc

ice
 !

en regroupant les résultats des 2 exercices 
précédents, en déduire l’expression de q0 en 

fonction des paramètres cosmologiques



Paramètre de décélération

Ex
erc

ice
 !

en regroupant les résultats des 2 exercices 
précédents, en déduire l’expression de q0 en 

fonction des paramètres cosmologiques

q0 = ⌦0R +
1
2
⌦0NR � ⌦0⇤



Distances
bilan

r = g�1

✓
c

a0H0

Z z

0

dz0

E(z0)

◆
g�1 = sin, 11, sinh

Dang =
a0 r

1 + z DL = a0 r (1 + z) D
propre

= a
0

r

DLT =
c

H0

Z z

0

dz0

(1 + z0)E(z0)

sous-estime la 
distance à grand z

sur-estime la 
distance à grand z

Sans expansion, toutes les distances sont identiques !



Distances

dis
tan

ce 
de 

lum
ino

sité

distance angulaire

distance propre

distance lumière

⌦0⇤ = 0.73
⌦0m = 0.27

h = 0.72

13.6 Gly



Distances

dis
tan

ce 
de 

lum
ino

sité

distance angulaire

distance propre

distance lumière

⌦0⇤ = 0.73
⌦0m = 0.27

h = 0.72

13.6 Gly

z=15

Dpr=33.8 Gly

Dang=2.1 Gly

Dlum=541 Gly

Dlt=13.3 Gly



Le plan ⌦m, ⌦⇤



Égalité matière-rayonnement

montrer (conservation de l’énergie) que dans un univers en 
expansion et remplit d’un fluide relativiste, la densité 

d’énergie de ce fluide est en 1/a4

montrer que le terme de courbure est négligeable pour des 
valeurs “petites” du facteur d’échelle ; intégrer l’équation de 
Freidmann pour trouver t en fonction de la densité d’énergie

on mesure aujourd’hui un rayonnement de fond d’une 
température de 2.73 K ; à quel niveau cette radiation 

contribue-t-elle à ⌦m ?

en déduire le redshift de l’égalité matière-rayonnement et 
commenter ; calculer l’âge et la taille de l’horizon 

correspondants

1)

2)

3)

4)



Limite de validité

tPl =
r

~G

c5
= 5.4⇥ 10�44 s

`Pl =
r

~G

c3
= 1.6⇥ 10�35 m

effets quantiques pour la gravitation (théorie des cordes)

temps mis pour parcourir la longueur de Planck

mPl =
r

~c

G
= 2.1⇥ 10�8 kg

masse de Planck

TPl =
mPlc2

k
= 1.4⇥ 1032 K

température de Planck



Histoire thermique







Degrés de liberté



Degrés de liberté
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